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H � ustalona przestrze« Hilberta.

Def: Rodzin¦ wektorów {ei}i∈I ⊆ H nazywamy ukªadem

ortogonalnym, je±li ei ⊥ ej dla i 6= j (tzn. 〈ei , ej〉 = 0, i 6= j).

ortonormalnym, je±li ei ⊥ ej , gdy i 6= j oraz ‖ei‖ = 1, tzn.

〈ei , ej〉 = δi ,j :=

{
1, i = j ,

0, i 6= j ,
i , j ∈ I .

Ka»dy ortogonalny ukªad wektorów {ui}i∈I niezerowych mo»na

unormowa¢ do ukªadu ortonormalnego {ei}i∈I kªad¡c ei :=
ui
‖ui‖ :

〈ei , ej〉 =
〈

ui
‖ui‖ ,

uj
‖uj‖

〉
=
〈ui ,uj 〉
‖ui‖‖uj‖ = δi ,j · 〈ui ,ui 〉‖ui‖‖ui‖ = δi ,j .

Stw. (Ortogonalizacja Grama-Schmidta)

Je±li {xi}ni=1 ⊆ H liniowo-niezale»ne oraz M = lin{x1, ..., xn}, to

u1 := x1, u2 := x2 − Pu1x2, ..., un := xn −
∑n−1

i=1 Pui xn

tworz¡ ukªad ortogonalny {ui}ni=1 taki, »e M = lin{u1, ..., un}.
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Stw. Je±li M = lin{e1, ..., en}, gdzie {ei}ni=1 ukªad ortonormalny, to

PMx =
n∑

i=1

〈x , ei 〉ei , dla ka»dego x ∈ H.

Ponadto, ‖PMx‖2 =
∑n

i=1 |〈x , ei 〉|2 dla x ∈ H.

Dowód: Niech x ∈ H. Wtedy PMx =
∑n

i=1 λiei , {λi}ni=1 ⊆ F, oraz

〈x , ei 〉
ei∈M== 〈x ,PMei 〉

PM=P∗M=== 〈PMx , ei 〉 = 〈
∑n

j=1 λjej , ei 〉

=
∑n

j=1 λj〈ej , ei 〉
〈ej ,ei 〉=δi,j

== λi .

St¡d PMx =
∑n

i=1〈x , ei 〉ei oraz

‖PMx‖2 = 〈
n∑

i=1
λiei ,

n∑
j=1

λjej〉 =
n∑

i ,j=1
λiλj〈ei , ej〉 =

n∑
i=1
|λi |2

=
n∑

i=1
|〈x , ei 〉|2. �
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Wn. (Nierówno±¢ Bessela)

Dla dowolnego ukªadu ortonormalnego {ei}i∈I ⊆ H mamy∑
i∈I
|〈x , ei 〉|2 ≤ ‖x‖2, x ∈ H.

Dowód: Niech A ⊆ I sko«czony i niech M = lin{ei : i ∈ A}
przestrze« liniowa rozpi¦ta przez wektory {ei}i∈A. Wtedy∑

i∈A
|〈x , ei 〉|2

Stw
== ‖PMx‖2

‖PM‖≤1
≤ ‖x‖2.

St¡d
∑

i∈I |〈x , ei 〉|2 = sup A⊆I
sko«czony

∑
i∈A |〈x , ei 〉|2 ≤ ‖x‖2. �

Def. Dla wektorów {xi}i∈I w przestrzeni unormowanej X , szereg∑
i∈I xi jest (bezwgl¦dnie) zbie»ny do wektora x ∈ X , je»eli dla

dowolnego ε > 0 istnieje sko«czony K ⊆ I taki, »e dla dowolnego

sko«czonego J ⊆ I zawieraj¡cego K mamy ‖
∑

i∈J xi − x‖ < ε.

Piszemy wtedy x =
∑

i∈I xi .
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Def. Baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni Hilberta H nazywamy ukªad

ortonormalny {ei}i∈I , który jest maksymalny, tzn. nie istnieje e ∈ H
taki, »e ukªad {ei}i∈I ∪ {e} jest ortonormalny.

Stw. Ka»dy ukªad ortonormalny mo»na rozszerzy¢ do bazy

ortonormalnej. W szczególno±ci ka»da przestrze« Hilberta posiada

baz¦ ortonormaln¡.

Dowód: Teza wynika z Lematu Kuratowskiego-Zorna.

Kuratowski Zorn

Rzeczywi±cie, niech {ei}i∈I ⊆ H b¦dzie ustalonym

ukªadem ortonormalnym. Niech P b¦dzie rodzin¡

wszystkich ukªadów ortonomalnych {e ′i}i∈I ′ ⊆ H roszerzaj¡cych

{ei}i∈I , czyli {ei : i ∈ I} ⊆ {e ′i : i ∈ I ′}. Jest to zbiór cz¦±ciowo

uporz¡dkowany ze wzgl¦du na relacj¦ inkluzji. Ponadto ka»da

rodzina ukªadów ortonormalnych C ⊆ P, która jest liniowo

uporz¡dkowana (tzn. je±li u, u′ ∈ C, to u ⊆ u′ albo u′ ⊆ u) ma

ograniczenie górne
⋃

u∈C u. Zatem na mocy Lematu

Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny w P. �
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Tw. (Charakeryzacje bazy ortonormalnej)

Niech {ei}i∈I ⊆ H b¦dzie ukªadem ortonormalnym w przestrzeni

Hilberta H. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) {ei}i∈I jest baz¡ ortonormaln¡, tzn. {ei}i∈I jest
maksymalnym ukªadem ortonormalnym.

(2) ukªad {ei}i∈I jest liniowo g¦sty w H, tzn. lin{ei : i ∈ I} = H.

(3) Dla ka»dego x ∈ H, ‖x‖2 =
∑

i∈I |〈x , ei 〉|2, tzn. w nierówno±ci

Bessela zachodzi równo±¢ (zwan¡ to»samo±ci¡ Parsevala).

(4) Ka»dy x ∈ H jest postaci x =
∑

i∈I λiei , gdzie λi ∈ F, i ∈ I .

Wspóªczynniki {λi}i∈I ∈ F w (4) s¡ wyznaczone jednoznacznie

przez x , a mianowicie λi = 〈x , ei 〉 dla i ∈ I . Liczby te nazywane s¡

wspóªczynnikami Fouriera elementu x w bazie {ei}i∈I .

Dowód: Zauwa»my, »e je»eli x =
∑

i∈I λiei dla pewnych λi ∈ F, to

〈x , ei 〉 = 〈
∑
j∈I

λjej , ei 〉 =
∑
j∈I

λj〈ej , ei 〉 =
∑
j∈I

λjδi ,j = λi , i ∈ I .

Dowodzi to ostatniej cz¦±ci twierdzenia.Bartosz Kwa±niewski Wykªad 9



(1)⇒(2). Niech M := lin{ei : i ∈ I} domkni¦ta podprzestrze« H
rozpi¦ta przez {ei}i∈I . Je±li M 6= H, to M⊥ 6= {0}, czyli istnieje
e ∈ M⊥ taki, »e ‖e‖ = 1. Wtedy {ei}i∈I ∪ {e} jest ukªadem
ortonormalnym, co przeczy maksymalno±ci {ei}i∈I . Zatem M = H.

(2)⇒(3). Niech x ∈ H. Ustalmy ε > 0. Z zaªo»enia istnieje zbiór

sko«czony A ⊆ I oraz v ∈ M := lin{ei : i ∈ A} taki, »e
‖x − v‖ < ε. Zauwa»my, »e dim(M) = |A| <∞. Zatem

‖x‖2 = ‖PMx + (x − PMx)‖2 Pitagoras
= ‖PMx‖2 + ‖x − PMx‖2

≤ ‖PMx‖2 + ‖x − v‖2
{
‖x − PM x‖ =
inf

y∈M
‖x − y‖

}

< ‖PMx‖2 + ε2
wzór na Pm=

∑
i∈A |〈x , ei 〉|2 + ε2

≤
∑

i∈I |〈x , ei 〉|2 + ε2.

Przechodz¡c z ε do zera otrzymujemy, »e ‖x‖2 ≤
∑

i∈I |〈x , ei 〉|2.
Jest to nierówno±¢ przeciwna do nierówno±ci Bessela. St¡d równo±¢.
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(3)⇒(4). Niech x ∈ H oraz ε > 0. Szereg ‖x‖2 =
∑

i∈I |〈x , ei 〉|2
jest zbie»ny (na mocy to»samo±ci Parsevala). Zatem istnieje

sko«czony K ⊆ I taki, »e dla ka»dego sko«czonego J ⊆ I
rozª¡cznego z K mamy

∑
i∈J |〈x , ei 〉|2 < ε. St¡d∑

i∈I\K

|〈x , ei 〉|2 ≤ ε.

We¹my teraz sko«czony J ⊆ I zawieraj¡cy K . Zauwa»my, »e

〈x −
∑
j∈J
〈x , ej〉ej , ei 〉 = 〈x , ei 〉 −

∑
j∈J
〈x , ei 〉δi ,j = 〈x , ei 〉 · 1I\J(i).

Zatem stosuj¡c to»samo±¢ Parsevala do wektora x −
∑

j∈J〈x , ej〉ej

‖x −
∑

j∈J〈x , ej〉ej‖2 =
∑

i∈I\J |〈x , ei 〉|2 ≤
∑

i∈I\K |〈x , ei 〉|2 ≤ ε.

Dowodzi to równo±ci x =
∑

i∈I 〈x , ei 〉ei .

(4)⇒(1). Zaªó»my nie wprost, »e istnieje e ∈ H taki, »e ukªad

{ei}i∈I ∪ {e} jest ortonormalny. Na mocy zaªo»enia e =
∑

i∈I λiei
dla λi ∈ F, i ∈ I . Ale λi = 〈e, ei 〉 = 0 dla ka»dego i ∈ I . Zatem
e = 0, co prowadzi do sprzeczno±ci z warunkiem ‖e‖ = 1. �

Bartosz Kwa±niewski Wykªad 9



Wn. Je±li {ei}i∈I jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni Hilberta H, to

ka»dy x ∈ H jest wyznaczony przez swoje wspóªczynniki Fouriera

{〈x , ei 〉}i∈I za pomoc¡ tzw. szeregu Fouriera

Joseph Fourier

x =
∑
i∈I
〈x , ei 〉ei .

Ponadto ‖x‖ =
√∑

i∈I |〈x , ei 〉|2 (to»samo±¢ Parsevala).

Prz. (Standardowa baza w `2(I ))

Niech I dowolny zbiór. Rozwa»my przestrze« Hilberta

`2(I ) := {x : I → F :
∑

i∈I |x(i)|2 <∞}.

Iloczyn skalarny w `2(I ) jest dany wzorem 〈x , y〉 =
∑

i∈I x(i)y(i), a
standardow¦ baz¦ ortonormaln¡ stanowi¡ wektory {ei}i∈I , gdzie
ei (j) = δi ,j , dla j ∈ I . Je±li I = N, to `2(N) = `2 oraz

en = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, ...), n ∈ N.
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Tw. Je±li {ei}i∈I jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni Hilberta H, to

wzór (Ux)(i) := 〈x , ei 〉 dla x ∈ H, i ∈ I , zadaje izometryczny

izomor�m U : H → `2(I ) (operator unitarny). Zatem H ∼= `2(I ).

Dowód: Z to»samo±ci Parsevala wynika, »e U : H → `2(I ) jest
poprawnie okre±lon¡ izometri¡. Liniowo±¢ jasna. Surjektywno±¢

Def. Wymiarem przestrzeni Hilberta H nazywamy moc bazy

ortonormalnej tej przestrzeni i oznaczamy dim(H).

Uw. Wymiar przestrzeni Hilberta jest dobrze zde�niowany,tzn.

ka»de dwie bazy tej samej przestrzeni maj¡ t¦ sam¡ moc.

Wynika to Twierdzenia Cantora�BernsteinaCantora�Bernsteina ( poczyta¢).

Wn. Dwie przestrzenie Hilberta H i K s¡ izometrycznie

izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy dim(H) = dim(K ).
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